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Dynamique terrestre, pendule de Foucault et
systeme de points matériels

Dans la premiere section de ce chapitre, on va considérer la terre comme un référentiel
accéléré en rotation propre. Dans la deuxieme section, on verra que la rotation de terre est
mise en évidence par la rotation du plan d’oscillation du pendule de Foucault. Finalement,
on examinera en détails les propriétés et les lois de conservation physiques d’un systeme de
points matériels.

11.1 Dynamique terrestre

Jusqu’a présent, on a considéré la terre comme un référentiel d’inertie. En réalité, la terre
n’est pas un référentiel d’inertie puisqu’elle tourne sur elle-méme et que son centre de masse
est en rotation autour du soleil. Pour de nombreux systemes physiques a une échelle de temps
donnée, on peut tres bien négliger le mouvement de rotation de la terre. Dans ce chapitre, on
verra que cela n’est pas toujours le cas. La période de rotation de la terre sur elle-méme est
de 1 jour alors que la période de rotation de la terre autour du soleil est de 365.24 jours. Par
conséquent, on peut négliger la norme ' = 1.99-10~7s~! de la vitesse angulaire de rotation
de la terre autour du soleil par rapport & la norme Q = 7.27-107°s~! de la vitesse angulaire
de rotation propre de la terre sur elle-méme. La dynamique terrestre est le mouvement de
rotation propre du référentiel relatif de la terre par rapport a un référentiel absolu fixe.
En réalité, la terre est un ellipsoide de révolution dont le rayon polaire . = 6357 km est
légerement inférieur au rayon équatorial r, = 6378 km. L’ellipsoide de révolution est di a
la force centrifuge F'. qui provoque un aplatissement aux poles terrestres. Etant donné que
I’excentricité e < 1 de ’ellipsoide de révolution terrestre est tres faible,

r2

e= /1 = 0.08 (11.1)

-3

T
on va a présent considérer que la terre est une sphere de rayon r = 6371 km dont le volume
est identique a l’ellipsoide de révolution terrestre.

11.1.1 Champ gravitationnel terrestre

On considere 'observateur comme un point matériel P de masse m a la surface de la terre.
On associe au référentiel absolu fixe le repere absolu (&1, 2, £3) et au référentiel relatif de
la terre en rotation propre le repére relatif (¢, Yo, J3). L’angle nodal  d’inclinaison de
laxe Ays par rapport a 'axe Oxs est 'angle complémentaire a la latitude A, c’est-a-dire
0 =n/2— X (Fig. 11.1). La vitesse angulaire de rotation propre de la terre par rapport est
constante,

Q = cste ainsi Q=0 (11.2)

Ainsi, la force d’Euler est nulle, c’est-a-dire F'p = 0, et la loi de mouvement relatif (10.60)
du point matériel P se réduit a,

STFE N F" =N F*{ F,+ F.+Fc=ma,(P) (11.3)

Rotation de la terre

Ellipsoide de
révolution


https://www.youtube.com/watch?v=QI9ta7qkazU
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FIGURE 11.1 Le repere absolu (&1, @2, ©3) est associé au référentiel absolu fixe et le repere
relatif (g, P, ¥5) est associé au référentiel relatif de la terre en rotation propre. Le point
A se situe au niveau de la mer sous le point P et entre les points O et P.

Par rapport au référentiel absolu fixe, le mouvement du point A est un mouvement circu-
laire uniforme de latitude constante autour de I'’axe de rotation Ox3 de la terre. Ainsi, son
accélération est centripete, ce qui implique que la force inertielle (10.53) s’écrit,

F,=-ma,(A)=—-mQ x (Qx0A) (11.4)

ou OA est le vecteur position du niveau de la mer A sous le point matériel P. A 'aide du
vecteur position relative r, (P) = AP, la force centrifuge (10.54) s’écrit,

F.=—-mQx(QxAP) (11.5)

Compte tenu de la force inertielle (11.4), de la force centrifuge (11.5) et de la force de
Coriolis (10.55), la loi du mouvement relatif (11.3) du point matériel P devient,

Y POt - mQ x(Q x (0A+AP)) —2mQ x v, (P) = ma, (P) (11.6)

Pour déterminer 'effet de la rotation de la terre sur le champ gravitationnel terrestre,
on considere un pendule a I’équilibre dans le référentiel relatif de la terre. A I’équilibre, la
vitesse relative et I'accélération relative sont nulles,

v, (P)=0 et a.(P)=0 (11.7)
A Déquilibre, la loi du mouvement relatif (11.6) donne la condition d’équilibre,
S POt mx (Q % (OA + AP)) —0  (équilibre) (11.8)

A présent, on fait Papproximation que le rayon terrestre moyen r = ||OA|| est beaucoup
plus grand que la distance || AP|| qui sépare le point matériel P du niveau de la mer,

|AP| < ||OA] ainsi OP ~0OA (11.9)

Les forces extérieures qui sont exercées sur le point matériel P sont son poids P = mg
ainsi que la tension T le long du fil du pendule (Fig. 11.2). Par conséquent, la condition
d’équilibre (11.8) devient,

P+T-—-mQ2Ax(Q2x0OA)=0 (équilibre) (11.10)

Le champ gravitationnel terrestre g est défini par rapport au référentiel absolu fixe. Pour
obtenir I'expression du champ gravitationnel terrestre apparent g’ exprimé par rapport au
référentiel relatif terrestre, on suspend le point matériel & un fil de masse négligeable et on
attend qu’il atteigne un état d’équilibre dans le référentiel relatif terrestre. Le poids P = mg
est dii uniquement a ’attraction gravitationnelle de la terre est orienté vers le centre de la
terre O. Le poids apparent P’ = m g’ est dii & 'attraction gravitationnelle de la terre et &
la rotation de la terre qui compense la tension du fil T' & I’équilibre dans le référentiel relatif
de la terre,

P+T=0 ainsi P =-T (équilibre) (11.11)
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FIGURE 11.2 Le poids m g, la tension dans le fil T' et la force centrifuge —m Q2 x (2 x OA)
agissent sur le point matériel P & la surface de la terre.

Compte tenu du poids P = mg, la condition d’équilibre (11.10) donne la tension dans le
fil

T:—m(g— Q x (2 x OA)) (11.12)

Ainsi, le poids apparent (11.11) devient,
P’zmg'z—sz(g—Qx(QxOA)) (11.13)
On en conclut que le champ gravitationnel apparent g’ est 1ié au champ gravitationnel réel

g de la maniere suivante,

gd=9g— 2x(2x0A) (11.14)
La différence entre le champ gravitationnel réel g et le champ gravitationnel apparent g’ est
da a laccélération centripete €2 x (2 x OA) engendrée par la rotation propre de la terre

qui est orientée orthogonalement vers 1’axe de rotation de la terre. La différence entre les
champs gravitationnel est,

/

g-9g=-(g-9g)8 ot g>¢ (11.15)
A Taide du rayon terrestre moyen r = ||OA||, Paccélération centripete terrestre est,
Q% (2 x OA) = Q% s x (:33 X (sinf &, +gos»9’:i§)) R (11.16)
Compte du fait que I'angle de latitude A est I’angle complémentaire de ’angle nodal 6,

A= g -0 ainsi sin @ = cos A (11.17)

on obtient par comparaison des relations (11.15) et (11.16) la norme du champ gravitationnel
apparent en fonction du champ gravitationnel réel (Fig. 11.2),

¢ =g—rQ%sing=g— rQ%cos\ (11.18)

Ainsi, le champ gravitationnel apparent est minimal a ’équateur, ou A = 0 et cos A = 1, da
a l'action de la force centrifuge qui s’oppose a la force de la gravitation dans le référentiel
terrestre,

g =g-r0Q? (équateur) (11.19)
Le champ gravitationnel apparent est maximal aux poles, ot A = £7/2 et cos A = 0, car la
force centrifuge est nulle sur 'axe de rotation de la terre,

/

g =g  (poles) (11.20)

Cette différence de comportement du champ gravitationnel entre I’équateur et les poles est
la raison pour laquelle la terre a une forme d’ellipsoide de révolution puisque la gravitation
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I’applatit plus aux podles qu’a ’équateur. Le champ gravitationnel apparent a Lausanne, ot
A =0.80 et cos A = 0.69, est le suivant,

¢ =g— 0.69rQ? (Lausanne) (11.21)

La correction relative due a la rotation de la terre dans ’expression du champ gravitationnel
a Lausanne est tres faible,

2
5g g—g 069702 0.69-6.371-10°- (7.27-107°)
g g g B 9.81
ce qui implique que la terre est quasiment une sphére. La correction relative est si faible
qu'on va dorénavant considérer que le poids apparent P’ = mg’ est égal au poids réel
P = mg en premiere approximation et qu’il est donc orienté vers le centre de la terre O.

= 0.24% (11.22)

11.1.2 Mouvement relatif vertical

Dans cette section, on aimerait décrire I'influence de la rotation de la terre sur un objet
dont le mouvement a lieu initialement selon I'axe vertical, c¢’est-a-dire un tir vertical ou un
mouvement de chute libre & la surface de la terre. Pour alléger 1’écriture, le repere relatif
associé au référentiel relatif terrestre sera dénoté (&, 9, 2) (Fig. 11.3).

(o]

FIGURE 11.3 L’axe Az est orienté vers le sud, 'axe Ay est orienté vers l'est et 'axe Az
est vertical.

La seule force extérieure est le poids apparent P’ qui est égal en premiere approximation
au poids réel P,

F**=pP =P (11.23)
qui contient la force inertielle F';. De plus, la force centrifuge F. (11.5) est négligeable

par rapport & la force inertielle (11.4) car ||AP|| < ||OA|. Ainsi, la loi du mouvement
relatif (10.58) est entierement déterminée par le poids P et la force de Coriolis F¢,

F> 4 F™ =P+t Fc=ma,(P) (11.24)
Les grandeurs cinématiques sont exprimées dans le repére relatif comme (Fig. 11.3),
Q=—-QcosAT+QsinA2
v, (P)=t&4+9yg+22 (11.25)
a.(P)=2d&+4§g+z22
et le poids s’écrit,
P=mg=—-mg2 (11.26)
Compte tenu des grandeurs cinématiques (11.25), la force de Coriolis est exprimée dans le
repere relatif comme,
Fo=-2m(—QcosA&+Qsin\2) X (ZZ+yP+22) (11.27)
=2mQysin A& — 2mQ (2 cosA+ & sinA) §+2mQy cosA 2

En projetant la loi vectorielle du mouvement relatif (11.24) selon les lignes de coordonnées
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relatives de vecteurs unitaires &, § et £ respectivement, compte tenu du poids (11.26), de la
force de Coriolis (11.27) ainsi que de I'accélération relative (11.25), on obtient trois équations

scalaires,
selon &: 2mQysin A =mi
selon §g: —2mQ (2 cosA+ & sin\) =my (11.28)
selon 2: —mg+2mQy cos\ =mZ

En divisant les équations du mouvement (11.28) par la masse, on obtient les composantes
de 'accélération relatives,

Z=2Qysin A
J=—2Q(2 cosA+ & sin ) (11.29)
Z=—g+2Qy cos A
Les conditions initiales sur la position relative verticale et la vitesse relative verticale sont,
T (0) =20 2 et v, (0) =g 2 (11.30)

Compte tenu des conditions initiales (11.30), les équations des vitesses, obtenues en intégrant
les équations du mouvement (11.28) par rapport au temps de 0 a ¢, sont données par,

& =2Qy sin\
§ = —29((z— 20) CoS A + sin)\) (11.31)
Z=wvg— gt+2Qy cosA
La substitution des équations des vitesses (11.31) dans I’équation du mouvement le long de
laxe Ay s’écrit,
g=—20cosA(vg— gt+2Qy cosA) — 2Qsin A (2Qy sin ) (11.32)
Comme la norme de la vitesse angulaire de rotation de la terre €2 est tres faible, on peut

négliger les termes en Q2. Au 1 ordre en Q, ’équation du mouvement (11.32) se réduit
alors a,

j=—28 cosA(vg — gt) (11.33)
Compte tenu des conditions initiales sur le mouvement vertical,

y(0) =0 et y(0)=0 (11.34)
en intégrant 1’équation du mouvement (11.33), on obtient 1’équation de la vitesse selon l’axe
Ay,

y(t)=—Qcos A (2vpt — gt*) (11.35)

En intégrant ensuite I’équation de la vitesse (11.35) selon I'axe Ay, on obtient 1’équation
horaire selon 'axe Ay,

1
y(t) = —Q cos <v0t2 -3 gt3> (11.36)

En substituant I’équation horaire (11.36) dans les équations de la vitesse (11.31), on obtient
au 1°" ordre en €,

1
& =—20%sin Acos A <v0t2 — 3gt3> ~0
X (11.37)
2 =wy— gt — 202 cos® A <v0t2 — 3gt3> ~ vy — gt

Les équations horaires selon les axes Az et Az sont obtenues en intégrant les équations de
la vitesse (11.37) par rapport au temps,

z(t)=0
(11.38)

1
z(t):—ggt2+vot+20
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Ainsi, au premier ordre en €, les équations horaires dans le plan vertical Azz sont identiques
aux équations horaires (3.15) d’un mouvement balistique ou la terre est considérée comme
un référentiel absolu. La déviation due a la force de Coriolis est donnée par 1’équation
horaire (11.36) selon I'axe Ay.

A titre d’exemple, on considere une balle lancée de la surface de la terre, c’est-a-dire zg = 0,
avec une vitesse verticale initiale vy = 10ms~! & Lausanne ott A = 0.80 et cos A = 0.69. Au
temps d’ascension T, la balle atteint sa hauteur maximale & vitesse verticale (11.37) nulle,

Vo 10

2 (T) =vg — g1 = insi T=—=—5=1.02 11.
(T)=v—g 0 ainsi 7 98l S 02s (11.39)
La hauteur maximale atteinte par la balle est,
1 V3 102
T)=—-gT? T=2=_—"——"m=5.10 11.40
M) =597 +wl=5 =oggm m (11.40)

La déviation de la balle due a la rotation propre de la terre lorsque la balle retombe au sol
au temps 27T est,

4 v3 4-10%-7.27-107° - 0.69
y(2T) = —gg—zQ CoOsSA = — 3 9812 m = —0.69mm (11.41)

Vu que le signe de la déviation est négatif, elle a lieu vers l'ouest. Cette déviation, qui
est environ quatre ordres de grandeur inférieure & la hauteur maximale, est négligeable en
pratique.

11.1.3 Mouvement relatif horizontal

Dans un plan horizontal localement parallele a la surface de la terre, c’est-a-dire z = cste,
les équations du mouvement (11.28) se réduisent a,

=2QsinAy

11.42
jj=—2Qsin\ (11.42)

Comme les composantes de 1'accélération (11.42) sont proportionnelles & sin A, cela implique
que l'effet de la rotation de la terre — décrit par la force de Coriolis — sur le mouvement
horizontal est nulle a 'équateur (c’est-a-dire A = 0) et maximal aux poles, c’est-a-dire (c’est-
a-dire A = +7/2). D’apres les équations du mouvement relatif (11.42), le vecteur vitesse
relative v,. (P) et le vecteur accélération relative a, (P) d’un point matériel P, exprimés en
composantes comine,

v.(P)=2&+97
(P) ) y?i (11.43)
ar(P)=&2+§9
sont orthogonaux,
v.(P)-a.(P)=2i+y§=0 (11.44)

comme dans le cas d’un mouvement circulaire. Les équations du mouvement (11.42) peuvent
étre exprimées en termes de la vitesse angulaire scalaire,

w=2QsinA (11.45)
de la maniere suivante,
I=wy
.. / . (11.46)
j=—wi

Etant donné que la vitesse angulaire scalaire w = 22 sin A change de signe a ’équateur,
cela signifie que le sens de rotation du mouvement circulaire s’inverse a I’équateur et que le
rayon de courbure de ce mouvement diverge. Par conséquent :

1. Dans I’hémisphere nord, o A > 0 alors sin A > 0 et ainsi w > 0 : la rotation se fait
dans le sens des aiguilles d’une montre.

2. Dans I’hémisphere sud, ou A < 0 alors sin A < 0 et ainsi w < 0 : la rotation se fait dans
le sens trigonométrique.
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3. A I'équateur, on A = 0 alors sin A = 0 et ainsi w =0 : il n’y a plus de rotation.

Pour comprendre le comportement qualitatif du mouvement relatif horizontal, on considere

quatre cas particuliers (Fig. 11.4).

» 1 (est)

/‘\
\
\
w>0 \ 2. .
~ ’/
7
/
1
w<0 4. )
k' ,
7

Y z (sud)

FIGURE 11.4 Les trajectoires du point matériel P tournent dans le sens des aiguilles d’une
montre dans ’hémisphere nord (c’est-a-dire A > 0) et dans le sens trigonométrique dans
I’hémisphere sud (c’est-a-dire A < 0).

Compte tenu des équations du mouvement (11.46), les trajectoires du point matériel P
dans les quatre cas particuliers ci-dessous sont illustrées sur les quatre quadrants (Fig. 11.4).

1.Siw>0 alors >0 — >0 et <0 — Z<O0.
2.8 w>0 alors >0 — <0 e <0 — §>0.
3. Siw<0 alors >0 - <0 e y<0 — &>0.
4. Stw<0 alors >0 — >0 et <0 — §<O.

En observant les trajectoires qualitatives des mouvements relatifs horizontaux a la surface de
la terre (Fig. 11.4), on constate que effet de la force de Coriolis due a la rotation de la terre
est de dévier la trajectoire du point matériel P dans le sens des aiguilles d’'une montre dans
I’hémisphere nord (c’est-a-dire A > 0) et dans le sens trigonométrique dans I’hémisphere sud
(c’est-a-dire A < 0). La force de Coriolis est responsable de la formation de cyclones bien
visibles en regardant une image prise par un satellite en orbite géostationnaire. Dans un
cyclone, la trajectoire des nuages est méme une spirale due a la présence d’'un gradient de
pression entre le centre et 'extérieur. Comme la force de Coriolis est nulle a ’équateur, les
masses d’air sont poussées des zones tropicales des hémispheres nord et sud vers I’équateur
— qui joue le réle d’attracteur — ce qui donne lieu & la formation d’un vent tropical appelé
alizé.

11.2 Pendule de Foucault

En 1851, Léon Foucault a démontré expérimentalement la rotation de la terre a l'aide
d’un pendule suspendu au sommet du dome du Panthéon a Paris. Le pendule de Foucault
du Panthéon est constitué d’une masse m = 28 kg suspendue a un fil d’une longueur ¢ =
67m. L’amplitude des oscillations est faible par rapport a la longueur du pendule. Compte
tenu de la relation (6.35), la période d’oscillation est T' = 16s (Fig. 11.5). Le principe de
fonctionnement du pendule est le suivant. Par rapport au référentiel absolu fixe, le plan
d’oscillation vertical du pendule est fixe. Comme la terre est en rotation sur elle-méme, le

Mouvements relatifs

circulaires

Cyclone

Alizé


https://www.youtube.com/watch?v=36ceGp6Jwwg

Léon Foucault

Rotation du plan
d’oscillation
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plan vertical d’oscillation du pendule dans le référentiel relatif terrestre a un mouvement de
rotation a vitesse angulaire constante qui dépend de la latitude .

~

%!hnmn

i

I

FIGURE 11.5 Pendule de Foucault au Panthéon, & Paris.

Pour décrire le mouvement du pendule de Foucault, on prend la loi du mouvement relatif
vertical (11.24) et on ajoute au poids P du point matériel P la tension T' exercée dans le

fil,
ZFeXt+Fin:P+T+FC:mar(P) (1147)

Ax: vers ouest
Ay: vers nord

FIGURE 11.6 Repere relatif (&, 9, £) et angles 6 et ¢ qui permettent de définir des coor-
données sphériques (7,0, ¢) de maniere usuelle.

Afin de tenir compte des symétrie du mouvement, on exprime les vecteurs 4 et Z en termes
des vecteurs #, 8 et ¢ du repére sphérique attaché au point matériel P a ’aide du vecteur
auxiliaire p du repere cylindrique (Fig. 11.7),

2 =cosf 7 — sinf O

p=sinb 7+ cosb 6 (11.48)

g = cos¢q3+sin¢ﬁ =sin¢sinf # + sin ¢ cos 6 é+cos¢>q§
Etant donné que l'angle d’oscillation 6 est faible, c’est-a-dire § < 1 et que les vitesses
angulaires 2 et ¢ sont également faibles, au 1°" ordre en 6, 2 et ¢ on néglige les termes
du 2¢ ordre, c’est-a-dire les termes en 82, Q2, ¢2, 69, ¢ et Q¢. De plus, au 1°* ordre en
0, on fait les approximations suivantes, sinf = 0 et cosf = 1. Ainsi, les vecteurs (11.48) se
réduisent au 1° ordre a,

2=7-00
. . (11.49)

Y=0sn¢7 +singpO + cosp p

En tenant compte des approximations (11.49), le poids P et la tension dans le fil T sont


https://fr.wikipedia.org/wiki/L%C3%A9on_Foucault
https://www.youtube.com/watch?v=MON9rZKldTM
https://www.youtube.com/watch?v=xfytuuw8jps
https://www.youtube.com/watch?v=xfytuuw8jps
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FI1GURE 11.7 Illustrations auxiliaires pour établir '’expression des projections de vecteurs
unités.

exprimés dans le repere sphérique relatif comme (Fig. 11.6),

szg:mgﬁzmg(ﬁ—Oé) (11.50)
T=-T+

et la vitesse angulaire s’écrit,
Q= QeosA§ — Qsin A2 = Qcos A (W+ sing 0 +cos¢q3) — QsinA (r - 945)
= —Qsin A7 + Qcos Asin ¢ @ + Qcos Acos ¢ ¢ (11.51)

ou les deux termes qui ont été négligés sont des termes du deuxieéme ordre proportionnels a
Q. Il y a deux contraintes géométriques : la longueur constante ¢ du pendule et la vitesse
angulaire de rotation constante ¢ du plan vertical d’oscillation,

r = { = cste ainsi r=20 et =0

. . (11.52)

¢ = cste ainsi =0

Compte tenu des contraintes (11.52), les vecteurs vitesse relative (5.18) et accélération rela-
tive (5.20) se réduisent au 1" ordre a,

v, (P)=0(00 e a,(P)=—L0*F+000+200¢¢ (11.53)

Par conséquent, a l'aide de la vitesse angulaire (11.51) et de la vitesse relative (11.53), la
force de Coriolis F¢ s’exprime au 1°" ordre comme,

Fo=—-2mQxv, (P)=—2m (—Qsin)\f + QcosAsindO + QcosAcos¢¢§) % 000
=2mlhQ cos\ cosp7 +2mLHQ sin X (11.54)

En projetant la loi vectorielle du mouvement relatif (11.47) selon les lignes de coordonnées
relatives de vecteurs unitaires &, § et Z respectivement, compte tenu du poids et de la
tension (11.50), de la force de Coriolis (11.54) ainsi que de I'accélération relative (11.53), on
obtient trois équations scalaires,

selon & : mg—T—i—QmZéQcosAcos¢=—m€92
selon §: —mgh=mll (11.55)
selon 2 : 2m€9.Qsin/\:2m€0.q.5

La premiere équation (11.55) donne la norme T de la tension dans le fil,

T:m(g—l—ZéQ—i—%éQcos)\cosqb) (11.56)
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ol le second terme rend compte de la force centrifuge due a l'oscillation du pendule et le
dernier terme rend compte de la force de Coriolis due a 1'oscillation du pendule et a la rota-
tion de la terre. La deuxiéme équation (11.55) est I’équation d’un mouvement harmonique
oscillatoire de faible amplitude autour de la position d’équilibre 6 = 0,

0+w?0=0 ou w=2 (11.57)

La derniere équation exprime la vitesse angulaire qS de rotation du plan vertical d’oscillation
du pendule en terme de la vitesse angulaire Q de rotation de la terre sur elle-méme,

¢ = Qsin A (11.58)

Ainsi, la période de rotation de plan vertical d’oscillation du pendule de Foucault est,

21
T =
Qsin A

(11.59)

Par conséquent, la période de rotation est minimale au pole nord ot A = 7/2 et sin A = 1,

2

T= T 1055 = 24h (pdle nord) (11.60)

car la force de Coriolis est maximale. La période de rotation est infinie a ’équateur, ou A = 0
et sin A =1,

T=c (équateur) (11.61)
car la force de Coriolis est nulle et le plan vertical d’oscillation du pendule ne tourne plus.
La période de rotation a Lausanne, ou A = 0.80 et sin A = 0.72, vaut,

2w

I= o o5 0ma° =533k (Lausanne) (11.62)

et ainsi la vitesse angulaire du plan d’oscillation est (Fig. 11.8),

. 360°
¢ = 33 h™'=10.8h"" (Lausanne) (11.63)

Le mouvement de rotation propre de la terre donne lieu & la rotation du plan d’oscillation

FIGURE 11.8 Le plan d’oscillation vertical tourne d’un angle de 10.9° par heure dans la
direction des aiguilles d’'une montre a Lausanne.

d’un pendule mathématique. Au pole nord, ce plan d’oscillation n’a pas de mouvement de
rotation par rapport au plan du systeme solaire. Par conséquent, comme la terre tourne dans
le sens trigonométrique en vue d’avion avec une période d’oscillation d’un jour, le pendule
tournera par rapport a la terre dans le sens des aiguilles d’une montre avec la méme période.
Au poéle sud, c’est exactement 'inverse. A I’équateur, il n’y a pas de mouvement de rotation,
donc une période de rotation infinie.


https://www.youtube.com/watch?v=zoEtTo-rvBQ
https://www.youtube.com/watch?v=zoEtTo-rvBQ
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11.3 Systeme de points matériels

Au chapitre 14.25, pour analyser les collisions entre points matériels, on a introduit la
notion de systeme constitué d’un ensemble de points matériels. On adopte la convention
usuelle qui consiste a dénoter ces points matériels par une lettre grecque, par exemple 'indice
a. L’évolution temporelle du systeme de points matériels est déterminé par le mouvement
des points matériels P, de masse m,,.

11.3.1 Centre de masse

La masse totale d’'un systéme constitué de points matériels P, de masse m,, est la somme
de leur masses,

M=) ma (11.64)

On considere un repere quelconque d’origine O associé a un référentiel d’inertie. Le centre
de masse ou le barycentre G du systeme est la position moyenne de ces points matériels
P, pondérée par leur masse m,,,

1
0G =+ za: me OP,, (11.65)

La définition (11.65) du centre de masse G du systéme de points matériels P, est
indépendante du choix de 'origine O du repere. Pour le démontrer, on considére un autre
repere d’origine O et on appelle G’ le centre de masse du systéme de points matériels P,
exprimé par rapport a ce repere. On montre alors que les centre de masse coincident, c’est-
a~-dire G’ = G. En effet, compte tenu des définitions de la masse (11.64) et du centre de
masse (11.65), on parvient & la conclusion de 1'équivalence des centres de masses,

1 1
O'G = i Zma o'P, = i Zma (0’0 +0P,)

(11.66)
_ 1 ’ 1 LY _
=7 E Mg OO+—M E mqe OP, =00+ 0G =0G

11.3.2 Cinématique d’un systéme de points matériels

A présent, on établit les relations cinématiques fondamentales pour un systeme de points
matériels. Le référentiel par rapport auquel le centre de masse est au repos s’appelle
référentiel du centre de masse. Pour adopter la méme convention d’écriture que celle
utilisée au chapitre 14.25 pour traiter du probleme a deux corps, on définit les vecteurs
position du centre de masse R, position 7, et position relative v/, du point matériel P,
comie,

R:; =O0G et r, =0P, et r, =GP, (11.67)
Compte tenu des définitions (11.67), on obtient 'identité géométrique,
OP,=0G+GP, ainsi  r, = Rg+7), (11.68)

La position du centre de masse (11.65) peut étre exprimée en terme des vecteurs (11.67)
comme,

1
Rg = ; %: Ma Ta (11.69)
A Taide des relations (11.68) et (11.69), on établit I'identité suivante,

S marh =Y ma(ra— Rg) =Y marea— MRg=0 (11.70)

Les vecteurs vitesse du centre de masse Vg, vitesse v, et vitesse relative v/, du point
matériel P, sont définis comme,

Vo = Re et Vo = To et v = (11.71)



156 CHAPITRE 11. DYNAMIQUE TERRESTRE

Compte tenu des définitions (11.71), la dérivée temporelle de la relation (11.68) entre les
vecteurs positions s’écrit,

Fo = Ro + 7 ainsi vy = Vg +v), (11.72)

La vitesse du centre de masse est obtenue en prenant la dérivée temporelle de la posi-
tion (11.65) du centre de masse,

. 1 1
Rg = za: Mmoo ainsi Vo= o Za: Ma Vo (11.73)
A Taide des relations (11.72) et (11.73), on établit I'identité suivante,

Zmav'a:Zma(vafVg):ZmavanVG:O (11.74)

Les vecteurs accélération du centre de masse Ag, accélération a,, et accélération relative a,
du point matériel P, sont définis comme,

— 2
_’Ua

Ac =V, et a, = Vg et al

(03

(11.75)

Compte tenu des définitions (11.75), la dérivée temporelle de la relation (11.72) entre les
vecteurs vitesses s’écrit,

Vo = Vo + 7, ainsi a, = Ag +al, (11.76)

L’accélération du centre de masse est obtenue en prenant la dérivée temporelle de la vi-
tesse (11.73) du centre de masse,

. 1 1
Vo = i g Me Va ainsi Ag = i g Me Qg (11.77)
A Taide des relations (11.76) et (11.77), on établit 'identité suivante,

Y maa, =Y ma(ae— Ag) =Y maas— MAg=0 (11.78)

11.3.3 Dynamique d’un systéme de points matériels

Apres avoir établi les relations cinématiques fondamentales pour un systeme de points
matériels, on établit les relations dynamiques fondamentales. D’apres la définition (2.29), la
quantité de mouvement d’un point matériel P, s’écrit,

Py = Mg Vg (11.79)
et d’apres la définition (9.1), le moment cinétique du point matériel P, évalué par rapport
au point O s’écrit,

Loo,=0P, Xp, =Ty XD, (11.80)

D’apres la définition (9.2), le moment de force résultant exercé par la force résultante F,
sur le point matériel P, s’écrit,

Moo,=0P,xF,=1r4%xF, (11.81)

La force résultante F', et le moment de force résultant Mo , appliqués sur le point matériel

P, sont extérieurs a P, mais peuvent étre intérieurs au systéme de points matériels. La 2°

loi de Newton (2.17) et le théoréme du moment cinétique (11.95) appliqués au point matériel
P, s’écrivent,

P, = Fq et Loo=Mo, (11.82)

ou F, est la force résultante et Mo , est le moment de force résultant exercés sur le point
matériel P,. Pour un systéme de points matériels, la 3¢ loi de Newton (8.1) s’écrit,

Forb—_FPf2e vy o p (11.83)

A présent, on doit distinguer les forces et les moments de force intérieurs et extérieurs au
systeéme de points matériels. La somme des forces intérieures résultantes F' ™ exercées sur
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I’ensemble des points matériels P,, s’exprime en termes des forces F A7 exercées par les
points matériels Pg sur les points matériels P,. Compte tenu de la 3° loi de Newton (11.83),
cette somme s’annule,

S FM_Y Y Py S pey Y Y paoe

o a B B#a a B|B>a a B|B<a
s | (11.84)
S (Rreere) <o
a B|B>a

Ainsi, la somme des forces intérieures ) Féf‘t ne contribue pas a la dynamique du centre
de masse du systéeme qui est entierement déterminée par la somme des forces extérieures
Y oa F*. De plus, la force intérieure F P2 exercée par le point matériel Py sur le point
matériel P, est orientée selon I'axe qui lie ces points matériels afin de satisfaire la 3¢ loi de
Newton (11.83), ce qui implique que,

PsP,xF’7*=0 VY a,f (11.85)

D’apres la définition (11.81), la somme des moments de forces intérieures M ‘Onta exercés sur
I’ensemble des points matériels P, évaluée par rapport au point O, s’exprime en termes
des forces intérieures F (ilnt exercées sur l’ensemble des points matériels P,. D’apres les
équations (11.84), elle s’exprime en fin de compte en termes des forces F' A= axercées par les
points matériels Pg sur les points matériels P,. Compte tenu de la 3° loi de Newton (11.83)
et de la condition (11.85),

Z Mionfazz or, xF;ntzz Z OP, x FP>e

a B B#o
=Y > OP,xF’7*+3" %" OP,xF’*
¢ Blp>e @ plp<a
agﬂ Z Z <OPQXF5HQ+OP5XFO‘H§) (1186)
@ B\,@>o¢
:Z Z (OPa—OPﬁ)xFﬁﬁa:Z Z PsP, x FFe —¢
a Blp>a « B|B>a

Ainsi, la some des moments de forces intérieures >, M ™ ne contribuent pas 4 la dynamique
du centre de masse du systéme qui est entierement déterminée par la somme des moments
de forces extérieures >, M .

La quantité de mouvement totale P et le moment cinétique total Lo évalué par rapport
au point O sont définis comme,

P=Y"p, e Lo=)» Loa (11.87)

Compte tenu de la quantité de mouvement (11.79) d’un point matériel P,, de la rela-
tion (11.72) entre les vitesses, de la masse (11.64) du systéeme et de la quantité de mouvement
relative totale (11.74), la quantité de mouvement totale devient,

P:Zmava:Zma(VGJrv’a):MVGJeravg:MVG (11.88)

Par conséquent, la quantité de mouvement du systeme de points matériels P, est portée
par son centre de masse auquel on peut attribuer toute la masse du systeme. Ce résultat
est capital sur le plan théoriquepuisqu’il justifie le modele du point matériel. La somme des
forces extérieures F ' et la somme des moments de forces extérieures M & exercés sur le
systeme et évalués au point O s’écrivent,

Z Fet = Z F&U et Z Mgt = Z Mg (11.89)

[e3

Compte tenu de la 2° de Newton (11.82), de la 3¢ loi de Newton (11.89), de la quantité
de mouvement totale (11.87), de la somme des forces intérieures (11.84), de la somme des
forces extérieures (11.89) et du fait que les forces F', sont soit des forces intérieures F':"*
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soit des forces extérieures F S, la dérivée temporelle de la quantité de mouvement totale
du systeme s’écrit,

P=) p.=) Fa ZZ:/%(WZ F&r =Y F (11.90)

Ainsi, le théoreme de la quantité de mouvement du systéme de points matériels s’énonce
comme suit,

Y F*=pP (11.91)

La masse totale M d’un systeme fermé de points matériels est constante. Ainsi, compte tenu
de Paccélération du centre de masse (11.75) et de la quantité de mouvement totale (11.88)
pour un systeme fermé, le théoreme de la quantité de mouvement (11.91) pour un systeéme
fermé devient,

SNOF =P =MV + MVe =M Ag (11.92)

Ainsi, pour un systéme fermé de points matériels de masse constante, le théoreme du centre
de masse du systeme de points matériels s’énonce comme suit,

Y F™'=MAg (11.93)

Compte tenu du théoréme du centre du centre masse (11.82), du moment cinétique to-
tal (11.87) de la somme des moments de forces intérieures (11.86), de la somme des mo-
ments de forces extérieures (11.89) et du fait que les moments de forces M, sont soit des
moments de forces intérieures M ™ soit des moments de forces extérieures M, la dérivée
temporelle de la quantité de mouvement totale du systeme évalué par rapport au point O

bo=3 fon =3 Moo =S ML+ ML= Mg (199

Ainsi, le théoréeme du moment cinétique du systéme de points matériels évalué par rapport
au point O s’énonce comme suit,

s’écrit,

> ME = Lo (11.95)

11.3.4 Principes de conservation

Les théoremes de la quantité de mouvement (11.91) et du moment cinétique (11.95) nous
permettent d’énoncer deux principes de conservation pour un systeme isolé. Si le systeme
est isolé ou que la somme dess forces extérieures est nulle, le théoreme de la quantité de
mouvement implique que la quantité de mouvement totale est conservée,

P=o0 ainsi P = cste (11.96)

ce qui signifie que la quantité de mouvement totale est une constante du mouvement. Si
le systeme est isolé ou que la somme des moments de forces extérieures est nul, le théoreme
du moment cinétique implique que le moment cinétique total est conservé,

Lo=0 ainsi Lo = cste (11.97)
ce qui signifie que le moment cinétique total est une constante du mouvement. Les prin-
cipes de conservation de la quantité de mouvement (11.96) et du moment cinétique (11.97)
dépassent largement le cadre la mécanique classique puisqu’ils sont valables en mécanique
quantique et en relativité générale. En réalité, si le systeme physique est invariant par trans-
lation, la quantité de mouvement totale P est une constante du mouvement, et s’il est
invariant par rotation autour du point O, le moment cinétique total Lo est une constante
du mouvement. A titre d’exemple, on peut mentionner la conservation de la quantité de
mouvement totale d’un systeme constitué d’une arme a feu et d’une balle lors d’un tir qui
donne lieu a un effet de recul. On peut aussi mentionner la conservation du moment cinétique
total d’une patineuse lors d’un mouvement de rotation sur la glace.


https://www.youtube.com/watch?v=7y9apnbI6GA
https://www.youtube.com/watch?v=AQLtcEAG9v0
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